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Die kritische Grofle eines homogenen Reaktors nach der
Viergruppen-Diffusionstheorie

Von D. Emexporrer, K.-H. Hocker und M. Rtz

Aus der Abteilung Reaktorphysik des Instituts fiir Theoretische und Angewandte Physik
der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 11 a, 731—735 [1956] ; eingegangen am 20. Juni 1956)

Die Diffusion von Neutronen im Reaktor wird durch eine Einteilung des gesamten Energiebereichs
in vier Intervalle behandelt. Die Diffusionsgleichungen werden aufgestellt und die charakteristische
Gleichung zur Bestimmung der ReaktorgroBe diskutiert.

Die rdumliche Verteilung der schnellen und ther-
mischen Neutronen durch Diffusion ist maligebend
fir die kritische Grof3e eines Reaktors bei gegebener
Urankonzentration. Die Wirkungsquerschnitte des
Reaktor- und Reflektormaterials hingen von der
jeweiligen Neutronenenergie ab, so dal neben dem
Neutronenflull auch die Diffusionskoeffizienten und
Quellterme Funktionen der Energie sind.

Man beschreibt nach dem Vorgehen von Friep-
maN, WEINBERG und WHEELER diese energieabhén-
gige Diffusion durch die Gruppendiffusionsmethode !,
indem man den Energiebereich von der Spaltenergie
bis zur thermischen Energie in geeignete Intervalle
einteilt. Fiir jedes Energieintervall werden mittlere
Transport- und Absorptionswirkungsquerschnitte be-
rechnet. Die Neutronen diffundieren nach dieser
Beschreibung solange in einer bestimmten Gruppe,
bis sie die Zahl von Stoflen ausgefiihrt haben, die
zur Abbremsung tiber das betreffende Energieinter-
vall hinweg erforderlich ist.

Man hat mindestens zwei Neutronengruppen an-
zusetzen, um die kritischen Daten eines Reaktors
hinreichend genau berechnen zu konnen. Die eine
Gruppe ist die thermische Gruppe. Sie reicht bis
0,17eV. Alle Neutronen hoherer Energie sind in
der schnellen Gruppe. Diese umfalit als charakteri-
stische Bereiche den Resonanzbereich des Spaltmate-
rials, der mit seinen Auslaufern beim Uran bis
400 eV hinauf reicht, und auf der Moderatorseite
den Bereich konstanten Streuquerschnitts zwischen
1eV und 10* oder 10°eV; fiir hohere Energien
fillt der Streuquerschnitt wieder ab. Wenn man eine

1 S. Grasstone u. M. C. Eprusxp, The Elements of Nuclear
Reactor Theory, D. van Nostrand Company, Inc. New York
1952, S. 227,

2 Siehe !, S. 236 und 246.

genauere Rechnung als die mit zwei Gruppen an-
strebt, erscheint bei dieser Sachlage eine Untertei-
lung in 1. schnelle Gruppe, 2. mittelschnelle Gruppe
fir 10> < E < 10* oder 10° eV, 3. Resonanzgruppe
fiir 0,17 < E <10%eV und 4. thermische Gruppe
fir £<0,17 eV angemessen.

Das Gruppendiffusionsverfahren setzt voraus, daf}
die Neutronen in jeder Gruppe eine geniigend grofle
Zahl von StoBen ausfithren. Eine beliebig feine Ein-
teilung in Gruppen ist daher nicht méglich. Die
schirfste Forderung stellt der Moderator Wasser,
bei dem die Neutronen im Mittel nur 20 Stofle fiir
die Abbremsung von der Spaltenergie bis zur ther-
mischen Energie brauchen.

Die Naherungen mit einer und zwei Energiegrup-
pen sind ausfiihrlich publiziert bis zur Aufstellung
der charakteristischen Gleichung?. Fiir eine Mehr-
gruppentheorie wurden verschiedene Ansétze disku-
tiert >4, ohne daf} sie in der zugénglichen Literatur
bis zur charakteristischen Gleichung durchgefiihrt
waren.

In der folgenden Arbeit wird die charakteristische
Gleichung eines homogenen kugelformigen Reaktors
mit Reflektor fiir eine Viergruppeneinteilung des
Neutronenenergiebereichs angegeben. Es wird an-
genommen, dall U2 angereichert ist, so dall Neu-
tronenvermehrung durch mittelschnelle Spaltungen
zu berticksichtigen ist. Die Rechnungen sind iiber-
tragbar auf unendlich lange Zylinder und ebene
Platten. — Die numerische Rechnung kann unter
ertriglichem Zeitaufwand mit einem mechanischen
Rechenautomaten durchgefithrt werden.

Siehe 1, S. 247.

R. Enruica u. H. Hurwrrz jr.,
[1954].

5 Siehe 1, S. 400.

Nucleonics 12, No.2, 23

@O0

BY ND

Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher

Nutzungsformen zu erméglichen.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz verdffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland

3.0 Germany License.

to allow reuse in the area of future scientific usage.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fr Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is



732

1. Bezeichnungen

Neutronenflu (Neutronen/cm? sec)
= atomarer Wirkungsquerschnitt (cm?)

D =

0=

2. = makroskopischer Wirkungsquerschnitt. (cm™1)

=No

N = Zahl der Atome pro cm?

v = Zahl der bei thermischer Spaltung freiwerdenden
Neutronen

» = mittlere Zahl der bei schneller Spaltung freiwer-
denden Neutronen

k =y 2{U25/(3,U4 3 Mod) —7Zah] der schnellen Neu-
tronen, die pro im Reaktor absorbiertes thermi-
sches Neutron entstehen. (In der Ein- und Zwei-
gruppentheorie wird diese Grofle mit 7 f bezeich-
net, woraus der Vermehrungsfaktor & durch Multi-
plikation mit ¢ p folgt.)

D = Diffusionskonstante (cm)

L = Diffusionsldange (cm)

7 = Bremslingenquadrat (cm?)

&n = mittlere logarithmische Energieabnahme des Neu-
trons pro Stof} mit Kernen des Atomgewichts 4.

Die hochgestellten Indizes s, e, f und a bezeichnen
Streuung, Einfang, Spaltung (fission) und Gesamt-
absorption (Einfang+ Spaltung).

Die hochgestellten Indizes i und r bezeichnen Innen-
raum (Reaktor) und Reflektor.

2. Die Diffusionsgleichungen der Viergruppen-
theorie

Die Gruppenkonstanten werden durch Mittelung
iiber die jeweiligen Energiebereiche bestimmt:
p_ ID(E) 3(E) dE
JO(E)dE
b) makroskopischer Wirkungsquerschnitt
v_ [2(E) D(E) dE
J®((E)dE
c¢) Bremsquerschnitt fiir die Gruppe &
o
(1/8) In(Ex/Ex+ 1)’

a) Diffusionskonstante

2=
wobei (1/53'ln(Ek/Ek+1) die mittlere StoBzahl im
Energie})ereich der Gruppe k von Ej bis Ej;, dar-
stellt. & bezeichnet den mittleren logarithmischen

Energieverlust des Neutrons pro Sto} in einem Me-
dium mit mehreren Kernsorten:

8 s
2 &n Sn
n=1

re|

s
“n
n=1
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& ist energieabhingig, da sich die Streuquerschnitte
2, der Komponenten in der Energieabhingigkeit
unterscheiden.

Quellen fiir die schnelle Gruppe (Index 1) sind
die thermische Spaltung

k30D,

und die schnelle Spaltung von U23® und U235, Die
schnelle Spaltung von U?*® spielt im homogenen
Reaktor praktisch keine Rolle, da die schnellen Neu-
tronen bei den ersten Stoflen sehr wahrscheinlich auf
Moderatorsubstanz treffen und dadurch unter die
Schwellenenergie der U?*8-Spaltung abgebremst wer-
den. Es wird daher nur der von der schnellen Spal-
tung des U?3% im Resonanzbereich herrithrende Bei-
trag

;S3f.i 4,3i
mit
. [v(E) 24(E) D(E) dE
~ [31(E) D(E) dE
berticksichtigt.

Die Neutronenverluste pro cm?® bestehen aus dem
Abbremsen der Neutronen in die 2. Gruppe

— i
und aus dem Abwandern durch Diffusion

D AD, .

In der Naherung der Diffusionstheorie gilt damit
folgende Bilanzgleichung fiir die 1. Gruppe im Re-
aktor:
Dlid@li ¢'+V Y‘fld)3i+k24a.id§4i=0
Dividiert man mit D,! durch und fiihrt fiir D,}/2!

das Bremslidngenquadrat 7,' ein, so gilt:

AD — 1¢1+ Zf‘gp —i—i.y‘“@l:
(1a)

Die Diffusion der schnellen Neutronen durch die
Reaktoroberflache stellt die einzige Quelle fiir die
1. Gruppe im Reflektor dar, vorausgesetzt, dal im
Reflektor keine zusitzlichen Neutronen entstehen.
Die Verluste bestehen im Abwandern in die néchste
Gruppe und in der Diffusion nach auflen, also

T l —
APy — &y = (1b)
Die in der 1.Gruppe durch Abbremsen verloren-
gehenden Neutronen treten in der 2. Gruppe als
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Quelle auf, usw. Die Zahl der Neutronen, die eine
Gruppe tlberspringen, ist fiir die gewihlte Gruppen-
einteilung, z. B. bei Wasserstoffbremsung, nicht gro-
Ber als 1% und wird daher vernachléssigt. Echte
Absorption erfolgt nur in der Resonanzgruppe und
in der thermischen Gruppe, jeweils durch Strah-
lungs-(2°) und Spalteinfang (), 2= 3¢ 3f,
Im Rahmen der gewo6hnlichen Diffusionstheorie miis-
sen in diesen Gruppen auf Grund der merklichen
Neutronenabsorption Korrekturfaktoren an den
Quelltermen angebracht werden. Nach Grasstone
und Eprunp ? gilt fur die Quellkorrektur, bei Be-
schrankung auf isotrope Streuung im Laborsystem

4 <
=1
qr; 5

b

Somit gelten fiir die tibrigen Gruppen die folgenden
Diffusionsgleichungen:

im Reaktor:
Ad,i— 1 (p, +B‘1 0, (2a)
AL i 1 @iig @0, (3a)
o 7yl : (Lyh)? . 3 D, 8 ’
AP, - (Lijid“ +4q4 ”I);l— H (4a)
im Reflektor:
Y r
40— L g, + o =0, (2b)
Aby— Loy fz ‘B, -0, (3b)
T
AD— L @y S por_ (4b)
foamrt Ty B
wobei die Diffusionslinge durch L? =D/X% gegeben

ist.

3. Der NeutronenfluB im Reaktor und Reflektor

a) Der Neutronenflull im Reaktor

Die Gleichungen (la) bis (4a) haben die Form

4
A@ki=—zck’l¢li, k=l,...,4. (5)
=1
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Setzt man fiir @, (k=1,....,4) Linearkombinatio-
nen von 4 Losungen der Differentialgleichung

AXp= —BEXy, T=1,...,8 (6)
an, also
4 4
(Dli:ZAle(’), D' =) S A Xi(r),
&= =1 o
. (7)

4 £
D= 'Sy 4 X, (r), =D S, A X (1),
=1

so kann man fiir spezielle Werte von B/? und S,
die nur von den Materialeigenschaften des Reaktors
abhingen, ein gekoppeltes Differentialgleichungs-
system der Art (5) befriedigen. Geht man mit @
und @,' in die Differentialgleichung (2a) ein, so
folgt, unter Beriicksichtigung von

I
Adyi— — > B2S 4, X,
i=1
die Gleichung

1
ZA[XZISl(‘Blz) — S ll.ll =0,
| 75! D, |

die fiir 4,0 und alle r nur erfiillt ist, wenn der
Faktor von A4; X;(r) verschwindet, d. h. wenn

B Di  y_,....4, (8
Dl‘tll(f +Bz->

mit 3,/Di=1/7'.

Entsprechend kénnen die Differentialgleichungen
(3a) und (4a) fir die Resonanzgruppe und die
thermische Gruppe erfiillt werden, mit

Sia= —%’Dl—' Sts
Dyi 1, (1 o @ 1)2+ l >
8
SR»/: == Q41Dl S-l+]9 ( )
o i+
l=1,...,4.
Die Differentialgleichung (la) der schnellen

Gruppe wird durch die so bestimmten Losungen
D, @4t und D! befriedigt, wenn die B> Wurzeln
der folgenden Gleichung 4. Grades in B;? sind,

[Qrni B (L B (L B+ ) — s i S| (L (L2 BE) — g5 0, k=0, (9)
3
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die sich wieder durch Nullsetzen des Faktors von
A; X, ergibt.

Fiir B2 =0 ist das 1. Glied =1, das 2. Glied < 1.
da 201 und ;51 <1 sind; k ist >1; somit
Y <0. Bei wachsendem B*>0 iberwiegt bald das
erste Glied, so dal Y >0. Da sich die Vorzeichen
der Glieder mit wachsendem B?>0 nicht dndern,
bleibt ¥ nach dem Vorzeichenwechsel immer >0.
Es gibt also nur 1 positive reelle Wurzel, B;>. Sie
liegt in der Nihe der positiven Wurzel von B? nach
der Zweigruppentheorie.

Fiir grofle B2<0 ist ¥ wieder >0. Es existiert
also neben der positiven mindestens noch eine ne-
gative reelle Wurzel. Die beiden iibrigen Wurzeln
sind entweder beide negativ reell oder konjugiert
komplex mit negativem Realteil. Dies hingt von den
Wirkungsquerschnitten und von der Einteilung des
Energiebereichs in die 3 schnellen Gruppen ab.

b) Der Neutronenflull im Reflektor

Fiir den Fluf im Reflektor machen wir einen den
GlIn.(7) entsprechenden Ansatz. Da die Reflektorgln.
(1b) und (4b) einfacher gebaut sind, sind die ent-
sprechenden Ansitze ihrerseits einfacher. So wird
im Reflektor die schnelle Gruppe lediglich aus dem
Reaktor gespeist, ist also mit keiner anderen Gruppe
gekoppelt. Wir setzen daher

Dr=E, Z,(7) .
Die mittelschnelle Gruppe ist mit der schnellen ge-
koppelt, daher
b, =T,E,Z,+E, 7,

und entsprechend (10)
D =T, E,Z, +TsE, 2, + Eg Z,
Dy =T E\Z, +T5Ey 2y +TgEyZ3+E 7, .
Die 7, entsprechen den S; und die E; den 4;. Man
findet durch eine analoge Rechnung:

B
T,= . 'T1§
o)
Dgr-[.zr T
-[sl" Tlr
T- B
D:er:!r(" )
\TgT  Tof
Ty Dy T,
et )
T (L)2 T
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D.r
P B,
D (e o)
Dyr
Ty L (11)
D (e o

Die Z sind Losungen der homogenen Teile der Dif-
ferentialgleichungen (1b) bis (4b)

AZy — %2 Z;=0
mit »,® =1/7," fir k=1,2,3; »2=1/(L")2.

(12)

Die Losungen X; und Z; der Differentialgleichun-
gen (6) und (12) haben fiir einen Kugelreaktor
mit dem Radius R, und einen kugelschalenférmigen

Reflektor der Dicke 0 die Form

X, — SL“(?’ r) . Zum Sin x;;(lfo—f—é—r) )

(13)

0 enthilt neben der materiellen Reflektordicke 4 die
Extrapolationsstrecke d, die hilfsweise eingefiihrt
wird, um eine brauchbare Randbedingung auf der
Grundlage der Diffusionstheorie formulieren zu kon-
nen (0=4+d). Damit ist der Neutronenfluf im
Reaktor und Reflektor bis auf die Mischungskoeffi-
zienten A; bis 4, und E, bis E, bestimmt. Diese
werden bis auf eine Konstante durch die Anschluf3-
bedingungen fiir Neutronenflu @ und -strom-D\/ @
an der Grenze zwischen Reaktor und Reflektor fest-
gelegt. Sie lauten:
By (Ry) = D" (Ry)
(14)
DN/ Qi |=Di* NV Dyt |, k=1,...,4.

R, R,

4. Die kritische GroBBe des Reaktors

Die Anschlulbedingungen (14) stellen 8 homo-
gene Gln. fiir die 8 Konstanten 4; bis 4, und E; bis
E, dar. Durch Nullsetzen der Koeffizientendeter-
minante dieses Gleichungssystems erhilt man unter
Beriicksichtigung der Wurzeln von Gl. (9) und der
Kopplungskonstanten (8) und (11) die Bestim-
mungsgleichung fiir den Radius R, des Reaktors.
bei dem sich ein stationdrer Zustand einstellt. Fiir
die praktische Durchfiihrung wurden zunichst die
Konstanten E; bis E, der Reflektorlosungen aus den
Gln. (14) eliminiert. Damit reduziert sich die Ko-
effizientendeterminante vom 8. auf den 4. Grad. Die
charakteristische Gleichung hat somit die Form:

law||=0, ik=1,...,4. (15)
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Die Elemente dieser Determinante hingen von den
Werten B; ab, die durch (9) bestimmt sind. Neh-
men wir als erstes an, daf} die Gl. (9) 1 positive
und 3 negative reelle Wurzeln hat. Wir setzen daher
als

Fall A:
B2=+u*, also B;=u ;
B2= —»?, By,=iv ;
Bi?= —0*, By=io ;
BjZ= —w?, B,=iw.

Die negativen B; ergeben keine neuen Losungen.
Dann gilt:
ax=f1—e1 8k

asp=fohr— gk jx »

(k=1,...,4) (16)
agy = fymy — 8k Ny
ay;=fs0r— gk P »
mit
70
o (52t 3
X
&1~ (K);;h ot (s Ry) - Ro
X
gzz(xzng*cmmmv A
e Xfi

&= (*x‘f;):R;* Sl R =

Die folgenden Groen hingen nicht mehr von der
Anschluistelle R;, sondern nur noch von den Mate-
rialeigenschaften des Reaktors ab, konnen also fiir
ein bestimmtes Problem ein fiir alle mal berechnet
werden:

ex=Dyl[Dy" ;

hi=Si—T,
jk=eSp—e Ty,
mp=Sy,x—To—h T
nk=e3s4+k—e1T-z—T3jA-,
0= S, k—Ty—Ts hi—Toymy,

Ts ny.,

(18)

Pk = e, Ssx—e Ty—Tsji—

wobei die Kopplungskonstanten S und 7" durch (8)
und (11) bestimmt sind.
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Fall B: Die Gl. (9) habe neben einer positiven und
einer negativen reellen Wurzel zwei konjugiert kom-
plexe Wurzeln:

BZ=+u*, also Bj=u;
B2=—»% , B,=iv;
B2=5+1, By=x+iy;
B2=5%—1in, By=x—1iy

und

Damit ist die 4. Spalte der charakteristischen De-
terminanten (15) konjugiert komplex zur 3. Spalte.
Man kann daher eine einfachere charakteristische
Gleichung gewinnen, wenn man alle komplexen
Groflen mit k= 3,4 wie folgt durch ihren Real- bzw.
Imaginérteil ersetzt:

z. B. gs— Ne(gy) =Ne(gy)

84— IMm(gs) = — Im(gy)

usw.

Die charakteristische Gleichung wird wie folgt ge-
16st: Aus den Gruppenkonstanten D, X, 7, L und k
werden zunichst die Wurzeln B; der Gl.(9) und die
rein materialabhéngigen Konstanten (18) bzw. (20)
bestimmt. Die Rj-abhéngigen Groflen (17) bzw. (20)
berechnet man einmal fiir den Radius R, des Re-
aktors nach der Zweigruppentheorie, dann fiir einen
kleineren Radius, und bildet die a;;. Tridgt man
llay || iiber R, auf, so kann man durch Interpola-
tion die gesuchte Nullstelle erschlieBen.

Ist die kleinste Wurzel R, der charakteristischen
Gleichung bekannt, so bestimmt man aus (14) die
Konstanten 4, bis 4, und E, bis E,, also die rdum-
liche Verteilung der Fliisse @, bis @, im Reaktor und
Reflektor. Die Konstanten 43 und A4, sind im Falle B
gleich grof}, so daf} sich die komplexen Beitrage
A3X3’ A4X4’ A3S3X3’ A4S4X4= A357X3’
Ay Sg Xy, A3S; X3 und 4, S;5 X, in den Fliissen

@' und D, zu reellen GroBen iiberlagern.

Ein Vergleich zwischen den Ergebnissen der Vier-
und Zweigruppentheorie wurde am Beispiel eines
homogenen Wasserkochers vom Typ LOPO durch-
gefiihrt. Die Viergruppentheorie ergibt einen um
etwa 1 cm kleineren Radius als die Zweigruppen-
theorie, bei einem Reaktor-Radius von 15 cm.



